1 Grupa

Definicija (binarna operacija)

Binarna operacija na mnozici S je vsaka preslikava, ki slika iz kartezi¢nega produkta S x S nazaj
v mnozico S. Obicajno jo ozna¢imo z oznako *, to je x : S x S — S. Dogovorimo se, da za a,b,c € S
namesto ¢ = *(a, b) pisemo ¢ = a * b = ab.
Definicija (zaprtost za operacijo *)

Naj bo  binarna operacija na S i naj bo H C S neprazna podmnozica. Ce je axb € H za poljubna

a,b € H, potem recemo, da je * notranja operacija za H, oziroma, da je H zaprta podmnozica za
operacijo .

1. Pokazi, da je podmnozica GL,(R) mnozice Mat,,,(R) ki jo sestavljajo od vseh n x n obrnljive

matrike, zaprta glede na mnozenje matrik.

2. Najbo U ={z€C : |z| =1} (U je kroznica v kompleksni ravnini s centrom v izhodiséu in

polmerom 1). Pokazi, da je mnozica U zaprta glede na mnozZenje.

3. Naj bo G mnozica vseh realnih stevil oblike = + yv/2, kjer sta z,y € Q racionalni stevil, ki

nista hkrati enaki nicli. Pokazi, da je G' zaprta glede na obicajeno mnozenje.

Definicija (asociativnost, komutativnost)

Binarna operacija * na mnozici S je asociativna, ¢e za poljubne a, b, ¢ € S velja (axb)xc = ax(bxc).
Recemo tudi, da za * velja asociativnost.

Binarna operacija * na mnozici S je komutativna, ¢e za poljuben par a,b € S velja a xb = b * a.
Recemo tudi, da za * velja komutativnost.

4. Dana je mnozica G = {a € R|a > 0,a # 1} in dana je operacija * definirana na naslednji

nac¢in: a x b = a'°8°. Preveri, ali je * binarna operacija, ter ali je asociativna in komutativna na

mnozici G.
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Za konCne mmnozice, se binarno operacijo na mnozici lahko definira s pomocjo tabele,
v kateri so vsi elementi mnozice natisnjeni zgoraj in na levi strani vsake vrste. Vedno ? (1) ; g i é
zahtevamo, da so vsi elementi natisnjeni v istem vrstnem redu. Taksna tabela se o |45 3 4, ( 1
imenuje Cayley-eva tabela. Npr. Cayley-eva tabela za (Zs, +) je dana na desni strani. 3 [3 4 o0 1 2
414 0 1 2 3
«|a b c df 5. Tabelo dano na levi strani 7. Dana je mnozica G = {a,b,c}. Dolocite
ala b d | dopolni na taksen nacin, da bo Stevilo razlicnih binarnih operacij definiranih na
ZC’ . ‘; 3 + komutativna binarna operacija mnozici G. Koliko izmed njih je komutativnih?
d na mnozici S = {a,b, ¢, d}. 8. Na mnozici celih stevil Z je definirana
operacija * na naslednji na¢in: axb=a+ 0 — 1.
6. Tabelo dano na desni strani sla b ¢ d Preveri, ali je * binarna operacija, ter ce je
se lahko dopolni tako da bo x komutativna in asociativna na mnozic Z.
asociativna binarna operacijana @ |a b ¢ . o o
mnozici § = {a,b,c,d}. S 1; 1; Z , Z 9. Na mnozici Pomtwmh realm‘lr‘l Ste}./ﬂ R™ je
predpostavko, da je to mogoce, | 4 . deﬁnlran? operacija * na nas_,lednjl nacin:
izracunaj manjkajoce elemente. a *x b = a’. Preveri, ali je x binarna operacija, ter

¢e je komutativna in asociativna na mnozic R .

Definicija (nevtralni element, inverz (obrat))
Naj bo * binarna operacija definirana na mnozici G.
Elementu e € G pravimo nevtralni element operacije *, ¢e za vsak a € G veljaaxe =exa = a.
Elementu a' pravimo inverz elementa a glede na operacijo *, ¢e velja a x '’ = e in a’ x a = e, kje
je e nevtralni element.




11. Operacija "obi¢ajno” mnozenje je binarna
1+ 2m

1—-2n

Preveri ¢e (i) obstaja nevtralni element; (ii) ima
vsak element a € G inverz.

10. Najbo U, = {z € C|2" = 1} (mnozica
U, se imenuje mnozica n-tih korenov od 1).
Pokazi da: (i) je U,, zaprta glede na obicajno
mnozenje; (i) obstaja nevtralni element; (iii)
ima vsak element z € U,, inverz.

operacija na mnozici G = cm,n € 7%

Definicija (grupa, abelska grupa)
Grupa (G, *) je mnozica G skupaj z operacijo * na G, ki zadosc¢a naslednjim aksiomom:
(ZAPRTOST) Za vse a,b € G veljaaxb € G,
(ASOCIATIVNOST) Za vse a,b,c € G velja (a*b) xc = a* (b*c).
(NEVTRALNI ELEMENT) Obstaja tak element e € G, da za vsak element a € G velja e x a =
a*e=a.
(INVERZNI ELEMENT) Za vsak element a € G obstaja a’ € GG, za katerega velja axa’ = a'xa = e.
Ce za binarno operacijo * velja Se, da je komutativna, to je, ¢e za poljubna a,b € G velja
a*b=bx*a, pravimo, da je grupa abelska oziroma komutativna.
Ce je operacija grupe * mnozenje, potem se nevtralni element imenuje enota oziroma identiteta,
in operacijo navadno izpus¢amo, torej namesto grupa (G, *) piSemo grupa G, namesto a * b pa kar

ab.

12. Al je mnozica
G = {X € Matgyo(R) : det(X) =1}
glede na obicajno mnozenje matrik grupa?
Obrazloziti svojo trditev.

13. Naj bo GL,(R) C Mat,,,(R) mnozica
vseh n x n obrnljivih matrik, katerih elementi so
realna Stevila. Predpostavimo, da je G grupa s
Sestimi elementi iz G Ly(R) glede na operacijo
mnozenja matrik. Pretpostavimo tudi, da velja

01 ) -1 -1
(1 O)GG’ln(O 1)€G.

(a) Kateri so preostali elementi v G7
Obrazloziti svojo trditev.

(b) Zapisi Cayley-evo tabelo za G.

(c) Ali je G abelska grupa?

14. Naj bo Q" mnozica pozitivnih
racionalnih Stevil, in naj bo * operacija
definirana na mnozici Q" na naslednji naéin:
axb= %’. Preveri, ali je (Q", ) grupa.

15. Naj bo G grupa, ki ima naslednjo
lastnost: Vg € G ¢g* = e. Pokazi, da je G abelska

grupa.

16. Naj bo G grupa z operacijo mnozenja, in
naj bosta a,b € G dana elementa. Dokazi, da za
vsako pozitivno Stevilo n velja:

(aba=1)" = ab"a™ ",

17. Naj bo G grupa, ki ima naslednjo
lastnost: a,b € G, n € Z" = (ab)" = a"b".
Pokazi, da je G abelska grupa.

18. Dana je podmnozica GL,(R) mnozice
Mat,, ., (R), ki vsebuje vse n x n obrnljive
metrike. Pokazi, da je GL,(R) grupa glede na
operacijo mnozenja metrik.

19. Naj bo n pozitivno celo stevilo in naj bo
nZ = {nm|m € Z}. Pokazi, da je (nZ,+)
grupa.

Niels Abel Niels Henrik Abel, one of the
foremost mathematicians of the 19th century, was
born in Norway on August 5, 1802. At the age of
16, he began reading the classic mathematical works
of Newton, Euler, Lagrange, and Gauss. When Abel
was 18 years old, his father died, and the burden of
supporting the family fell upon him. He took in
private pupils and did odd jobs, while continuing to
do mathematical research. At the age of 19, Abel
solved a problem that had vexed leading
mathematicians for hundreds of years. He proved
that, unlike the situation for equations of degree 4
or less, there is no finite (closed) formula for the
solution of the general fifth-degree equation.

Although Abel died long before the advent of
the subjects that now make up abstract algebra, his
solution to the quintic problem laid the groundwork
for many of these subjects. Just when his work was
beginning to receive the attention it deserved, Abel
contracted tuberculosis. He died on April 6, 1829,
at the age of 26.

In recognition of the fact that there is no Nobel
Prize for mathematics, in 2002 Norway established
the Abel Prize as the “Nobel Prize in mathematics”

in honor of its native son. At approximately the
$1,000,000 level, the Abel Prize is now seen as an




award equivalent to a Nobel Prize. http:
To find more information about Abel, visit: //wwu-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/

Naloge z izpita lahko najete na:
http://osebje.famnit.upr.si/“penjic/tests/index.html

POMEMBNI REZULTATI (Grupa. Red grupe. Red elementa.)

V grup je enota enoli¢no dolocena edinstvena.
V grupi je inverz elementa enolicno dolocen.

Ce je (G,
Ce je (G,

Ce je (G,-) grupa in ab = ac, potem je b = c.

-) grupa, potem je (a™')"! =a Va € G.

-) grupa, potem je (ab)™' =b"ta"! Va,b e G.
)

Ce je (G,-) grupa in ba = ca, potem je b = c.

V koné¢ni grupi je red vsakega elementa koncan in ne more biti vecji od reda grupe.

® NSO W

V grupi je red elementa in njegovega inverza isti.

Nekatere druzine grup je mogoce povzeti v tabeli spodaj. Tukaj je R* = R/{0}; C* = C/{0};
U(n) ={k € N|k <n,ged(k,n) =1}; SLy(R) = {X € Matgy2(R) : det(X) =1}

Grupa Operacia Identiteta Oblika elementa Inverz Abelska

Z seStevanje 0 k —k da

QT mnozenje 1 m/n, m,n >0 n/m da

D, seStevanje modulo n 0 k n—k da

R* mnozenje 1 x 1/x da

c* mnozenje 1 a+ b Py sl azbﬁ da
_d_ _=b_

GL2(R)  mnozenje matrik (1 O) <a b) <ad__cbc “da_bc> ne
0 1 ¢ d ad—bc  ad—bc

U(n)  mnozenje modulo n 1 k,ged(k,n) =1 resitev kz modn = 1 da

n seStevanje po T T o T
R komponentah (0,0,...,0) (a1,a2,...,an) (—a1, —ag,...,—ay) da
. . 10 a b B d —b
SLa2(R) mnozenje matrik (0 1> <c d>’ ad —bc =1 <—c a > ne
D, kompozicija Ry R, L Rsg0—a, L ne

Resitve: 1. GL,(R) = {4 € Mat,x,(R) |3A~! t.d. AA~' =1}, (AB)(B'A~Y) =1
2. z=a+ib=|z|(cosp +ising) = |z]e", 21 - 20 = €01 - 1 2125 = 1
3. g1+ 92 = m1@2 + 2y1ya + (T1y2 + 22y1) V25 1001 # 0,20 # 0 2°21 # 0,42 # 0, 3°y1 # 0,22 # 0,

eQ cQ
Py # 0,2 #0
4. c=loggb, a® # 1, a° > 0 Ve € R; (a*b) * ¢ = a8 ¥1°85¢ = ¢ % (b % ¢); je komutativna, log, b = B2 =

Ina
lnbzlna-logab:%:E—g-logabéb%:%:a%:b% = axb="bxal
5. axc=c,bxa=0bdxa=d,d«b=d,dxc=d,dxd=V
.axd=d,bxc=a,dxb=c,dxc=0>

6
7. 3° razli¢nih, 35 komutativnih
8
9

. zaprta, asocijativna, komutativna
. zaprta, ni asocijativna, ni komutativna, (a *b) * ¢ = a®, a * (b* c) = a®, npr. 7% # 27
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10. 1= [2" = |2["e"™]| = |2] =1, 2" =1 = €™ =1 = cosnp +isinnp = 1 = cosnp = 1, isinnp =0
=dkeZt. d gpz%—“;1€Un,1-2:2-122,2"*1eUn,z-z”*:l

n

_ _ 1-2n _ 142(—n)
1l.e=1,d =15 = T35 eqG

12. G je grupa; det(AB) =1, A- (B-C) = (A-B)-C, det(I) = 1, VA € G A — [‘C‘ Z] A1 = [_dc ﬂ
Afl

01

_ _ -1 -1 2 _ — _
- [0 e [ e ran oo |

G ={I,A,B,C,D, E}, ni abelska

14. %bGQ+, (a*b)*c:%’c:a*(b*c),ezz a’:%;jegrupa

15. ab € G, (ab)? = e = (ab)(ab) = e = a®(bab) = a = bab = a = b*ab = ba = ab = ba
16. (abaY)! = abla™!, (aba=1)? = (aba1)! - (aba!)! = ablatabla~! = ab®a"1;
(aba=1)"t = (aba=1)" - (aba~1)?

17. 2 € Z", (ab)? = a®h? = (ab)(ab) = a®b* = ... = ab=ba

18. (AB)(B™'A) =1

19. a=nmy, b=nma, a+b=n(mi +me) EnZ,e=0=0m € nZ,d =n(—m) € nZ

0 1

-1 -1
— 2 — .
S A eampe—p=

Dodatek.!

Resimo nalogo 13(a) z uporabo programskega jezika MAGMA.
Odprti: http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/

R:=RealField(); Izhod:
Z:=Integers();
Mat := MatrixRing(Z, 2); [0 1]

[1 0]
A:= Matrix(Mat![0,1, 1,0]); [-1 -1]
B:= Matrix(Mat![-1,-1, 0,1]); [ 0 1]
A; B; {

[-1 -1]

G:={}; [0 1],

for i in {1..6} do

Include(~G,A"i); [-1 -1]
end for; [1 o],
for i in {1..6} do

Include("G,B71i); (1 0]
end for; [-1 -1],
for X in G do [0 1]

for Y in G do [1 0],

Include("G,Xx*Y);
Include ("G,Y*X); [1 0]

end for; [0 11,
end for;

[0 1]
G; [-1 -1]
}

1Vidi tudi: http://www.maths.usyd.edu.au/u/bobh/UoS/MATH2008/ctut01.pdf
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